
Operatory w przestrzeniach Lp
Lista 1

Zad 1. Udowodni¢ nierówno±¢ Younga, tj. »e dla ka»dych a, b > 0 oraz p, q > 1 takich, »e 1
p

+ 1
q

= 1

mamy ab ≤ ap

p
+ bq

q
. Przy czym równo±¢ zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy ap = bq.

Zad 2. Udowodni¢ nierówno±¢ Höldera, tj. »e dla dowolnych funkcji mierzalnych x, y na przestrzeni z
miar¡ (Ω,Σ, µ) oraz p, q > 1 takich, »e 1

p
+ 1

q
= 1 zachodzi∫

Ω

|xy|dµ ≤
(∫

Ω

|x|pdµ
) 1

p
(∫

Ω

|y|qdµ
) 1

q

.

Przy czym je±li obie strony s¡ sko«czone, to s¡ sobie równe wtedy i tylko wtedy, gdy funkcje |x|p i |y|q
s¡ liniowo zale»ne prawie wsz¦dzie (tj. istniej¡ liczby λ1, λ2, nie b¦d¡ce jednocze±nie zerami, takie »e
λ1|x|p = λ2|y|q µ-prawie wsz¦dzie).

Zad 3. Udowodni¢ nierówno±¢ Minkowskiego, tj. »e dla dowolnych funkcji mierzalnych x, y na prze-
strzeni z miar¡ (Ω,Σ, µ) oraz p ≥ 1 zachodzi(∫

Ω

|x+ y|pdµ)
1
p ≤

(∫
Ω

|x|pdµ
) 1

p

+

(∫
Ω

|y|pdµ
) 1

p

.

Przy czym równo±¢ zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy albo obie strony s¡ równe ∞ lub

a) je±li p = 1, to "x i y s¡ skierowane w tym samym kierunku", czyli x · y ≥ 0 µ-prawie wsz¦dzie,

b) je±li p > 1, to "x i y s¡ dodatnio proporcjonalne", tj. istniej¡ λ1, λ2 ≥ 0, nie b¦d¡ce jednocze±nie
zerami, takie »e λ1x = λ2y µ-prawie wsz¦dzie.

Zad 4. Niech (Ω,Σ, µ) b¦dzie przestrzeni¡ z miar¡, K = R,C i p ≥ 1. Pokaza¢, »e wzór ‖x‖p =(∫
Ω
|x|p dx

) 1
p poprawnie de�niuje norm¦ na przestrzeni Lp(µ) funkcji caªkowalnych w p-tej pot¦dze, tj.

funkcji x : Ω → K dla których ‖x‖p < ∞, gdzie funkcje równe sobie µ-prawie wsz¦dzie uto»samiamy.
Udowodni¢, »e przestrze« Lp(µ) jest zupeªna.

Zad 5. Niech (Ω,Σ, µ) b¦dzie przestrzenia z miar¡. Pokaza¢, »e zachodzi równo±¢

inf{K > 0 : |x(t)| ≤ K dla µ-prawie wszystkich t ∈ Ω} = inf
A∈Σ, µ(A)=0

sup
t∈Ω\A

|x(t)|.

Wspóln¡ warto±¢ oznaczamy przez ‖x‖∞ = sup esst∈Ω |x(t)| i nazywamy supremum istotnym funkcji x.

Zad 6. Pokaza¢, »e supremum istotne ‖x‖∞ = sup esst∈Ω |x(t)| jest poprawnie zde�niowan¡ norm¡ na
przestrzeni funkcji istotnie ograniczonych L∞(µ), tj. zbioru funkcji x : Ω → K dla których ‖x‖ < ∞,
gdzie funkcje równe sobie µ-prawie wsz¦dzie uto»samiamy. Udowodni¢, »e L∞(µ) jest zupeªna.

Zad 7. Niech (Ω,Σ, µ) przestrze« z miar¡ sko«czon¡. Pokaza¢, »e dla dowolnych 1 ≤ p ≤ q ≤ ∞
zachodz¡ inkluzje

L∞(µ) ⊆ Lq(µ) ⊆ Lp(µ).

Zad 8. Niech `p := Lp(µ), gdzie µ jest miar¡ licz¡c¡ na Ω = N, p ∈ [1,∞]. Udowodni¢, »e dla dowolnych
0 < p < q <∞ zachodz¡ wªa±ciwe inkluzje

`p ( `q ( c0 ( c ( `∞,

gdzie c0 to przestrze« ci¡gów zbie»nych do zera, a c to przestrze« ci¡gów zbie»nych.

Zad 9. Niech 1 ≤ p < q ≤ ∞ i λ miara Lebesgue'a na R. Pokaza¢, »e Lp(λ) 6⊆ Lq(λ) i Lq(λ) 6⊆ Lp(λ).

Zad 10. Dla dowolnej miary µ, pokaza¢, »e je±li 1 ≤ p ≤ r ≤ q ≤ ∞, to Lp(µ) ∩ Lq(µ) ⊆ Lr(µ).
Ponadto, je±li x ∈ Lp(µ) ∩ L∞(µ), to limr→∞ ‖x‖r = ‖x‖∞.


